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Approximation von realem Übertragungsverhalten mittels fraktiona-
ler Ableitung nach Riemann-Liouville
ABSTRACT
Zur Erhöhung der Approximationsgenauigkeit des Übertragungsverhaltens realer Bauelemente
bietet sich als neue Methode die fraktionale Differenzialrechnung an. Von Vorteil sind dabei die
Definitionen nach Riemann-Liouville und Caputo [1], [2].
EINLEITUNG
Erste Berechnungen mit der fraktionalen Differenziation führte Pierre Curie 1889 zur Beschrei-
bung des Aufladeverhaltens eines Kondensators mit gebrochener Zeitpotenz durch. Der mathema-
tische Ansatz entstammt einem Briefwechsel zwischen G.W. Leibnitz und G.A. L’Hospital 1695.
Die allgemeine Theorie »fractional calculus« wurde erst Ende des 20. Jahrhunderts entwickelt.
ZU DEN DEFINITIONEN DER FRAKTIONALEN DIFFERENZIALRECHNUNG
Eine der geläufigsten Definitionen zur fraktionalen Differenziation formulierten Riemann und
Liouville. Die fraktionale Integration aIqx bzw. Differenziation aDpx nach Riemann-Liouville der
Funktion f(x) mit den Ordnungen q bzw. p in den Grenzen a bis x besitzen die Form:
aI
q
x f(x) =
1
Γ (q)
x∫
a
(x− ξ)q−1 f(ξ) dξ , q ∈ R+ (1)
aD
p
x f(x) =
1
Γ (k − p)
dk
dxk
x∫
a
(x− ξ)k−p−1 f(ξ) dξ , p ∈ R+, k ∈ Z+, k < p ≤ k − 1. (2)
APPROXIMATION VON REALEM ÜBERTRAGUNGSVERHALTEN
Die Messung des Übertragungsverhalten eines realen RC-Hochpasses erfolgte in dem Frequenz-
bereich f = 20 . . . 20 · 103 Hz. Aufgrund der Abweichungen über 5% wurde die Kapazität C des
idealen Hochpasses durch ein fraktionales Element Y ζ ersetzt (siehe Abb. 1).
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(a) Schaltung des idealen RC-Hochpasses
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(b) Schaltung des fraktionalen Hochpasses
Abb. 1: Darstellung der Schaltungen mit idealen und fraktionalen Hochpass
Die Optimierung erfolgte durch die Minimierung der relativen Abweichung zwischen Messung
und Rechnung bezogen auf die Messung mit Hilfe des Verfahrens des Goldenen Schnittes und
führt auf das fraktionale Element ζc:
ζc ≈ 94,337 · 10
−9
As0,998
V
. (3)
Die Abb. 2 zeigt am Beispiel des Betrages der Übertragungsfunktion eine deutliche Reduzierung
der Abweichung. In weiteren Untersuchungen stellte sich heraus, dass der Hauptanteil des Fehlers
auf ungenaue Angaben der Kapazität C und Widerstand R herstellerseitig zurückzuführen ist.
Dennoch konnte mit optimierten R und C die geringe Abweichung des fraktionalen Hochpasses
nicht erreicht werden.
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Abb. 2: Darstellung der relativen auf die Messung bezogene Abweichung des Betrages
∣∣H(ω)∣∣ bei idealem
RC- Hochpass (- - -) und fraktionalem Hochpass (—)
Zusammenfassung
Durch die Verwendung der fraktionalen Differenziation nach Riemann-Liouville wurde die Ab-
weichung durchschnittlich auf unter 1% reduziert. Zum Vergleich lag die Abweichung bei der
Optimierung der Parameter R und C noch ein Prozent darüber. Aufgrund dessen empfiehlt sich
bei geforderter Genauigkeit der Einsatz der fraktionalen Differenziation. Vor allem beim Einsatz
ausgewählter Dielektrika im Kondensator sind auch Ordnungen, die deutlich von Eins abweichen,
zu erwarten.
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